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Sei K ein Korper, P = K|[xi ..., xp] ein Polynomring.

Definition

Es sei t = (p1...,pn) € Ny ein Multiindex. Dann schreibe:
o xH =T xt

o deg(x*) = |u| = > 1L pi

Sei N' C N§ endlich, v, € N§, N C {1,...,n}.

Definition

o C(v)=v+Nj

@ Schreibe v | p, falls u € C(v).

o (N) = Uy C(v)

o N ={reNjlyi=0Vie{1,...,n}\ N}.
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Einleitung (1)

@ Grobnerbasen-Theorie: Zuriickfiihrung der Analyse polynomialer
Ideale auf Analyse monomialer Ideale

Monomiales Ideal / besitzt minimales Erezeugendendensystem E C T"

Jeder Term x* € | durch mindestens ein x¥ € E teilbar

x¥ nicht eindeutig.
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Einleitung (2)

@ Involutive Division: Eingeschrankte Teilbarkeitsrelation

o Ziel: Jedes x* € | hat eindeutigen involutiven Teiler im
Erzeugendensystem

@ ~~ kombinatorische Zerlegung von |

@ Bestimmung der involutiven Teilbarkeit soll effizient sein.

@ Involutives Erzeugendensystem i.A. groBer als minimales EZS

o lIdentifiziere Nj und T" mittels p <> x*
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Graphische Darstellung der Halbgruppe T” (1)

@ Fur kleine Dimensionszahl n <3
kann man T" graphisch

darstellen 5 e o o o o o o
o Fur n=2: Term xkye 4 e o o o o o o
identifiziert mit Punkt (k, ¢) S RESEP T (S ETY INORY RETE Aeusy eovey|
@ Monomiale ldeale leicht ! RN AN SER AR AR R RRP R P ARt

darstellbar

o ldealoperationen wie +,M,:, ...
haben einfache graphische
Interpretation

Figure: Schema von T? bzw. Ng
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Graphische Darstellung der Halbgruppe T” (2)
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Figure: Das Ideal (xy®, x*y?) bzw.

Figure: Das Ideal (xy®) bzw. {(1,5)) (L,5), (4,2))
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Graphische Darstellung der Halbgruppe T” (3)
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of T 2 3 k4 5 1 7 of 3. 2 3. b 5 s .

Figure: Der Idealschnitt (xy®) N (x*y?)  Figure: Der Idealquotient (xy®) : (x*y?)
bzw. ((1,5)) 1 ((4,2)) (hellblau) bzw. ((1,5)) : ((4,2)) (gelb)
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Involutive Divisionen

Definition

Involutive Division L auf Nj ordnet fiir jede endliche Teilmenge N C N{
jedem Multiindex v € N eine Menge Ny ar(v) C {1,..., n} multiplikativer
Indizes zu. AuBerdem gelten die Eigenschaften (i),(ii) fir die involutiven
i-<egel Cinv)=v+ Ny v

() Coar (V) NCLn(p) # 0 = Cun(p) € Cn(v) vV Cn(v) € Crn(p).
(ii) Ist N7 C N, sogilt C; () 2 CLn(v) Vv eN .

e Bedingung (i): Triviale Durchschnitte.
e Bedingung (ii): Filteraxiom.

Definition

Bei multiplikativer Schreibweise (T” statt Ng) interpretiert man
{xi | i € Nun(v)} als multiplikative Variablen des Terms x".
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Involutive Teilbarkeitsrelation

Man schreibt p|; Ay, falls p € N und v € Cp n(p). Man sagt: p teilt v
involutiv.

@ Involutive Teilbarkeit: Einschrankung der tblichen Teilbarkeitsrelation.

o p| v = plv, Umkehrung i.A. falsch.
o pliav Avliap = p=v

Folgerung

Fiir p,v € N’ mit u # v gilt genau eine der drei Aussagen
Q Con(p) € Cn(v),
Q@ Cin(v) CCrn(p),
Q@ Cin(p)NCra(v) =0.
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Involutive Hullen und Basen

Definition

Involutive Hiille von N bzgl. L:

M= Calv).

veN

Definition
@ Wenn (V) = (N), dann ist A eine schwache L-involutive Basis.

@ Wenn zusatzlich (M), = | |, CLa(v), dann heiBt N starke
L-involutive Basis.

@ N starke L-involutive Basis == A schwache L-involutive Basis.
Umkehrung i.A. falsch.

@ N keine schwache L-involutive Basis = 3 € (N)\(N),.
e p € (MY\(N), heiBt Obstruktion zur Involution.
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Erste Eigenschaften involutiver Divisionen

Definition

Eine involutive Division L heiBt global, falls fiir alle v € Nj und alle
endlichen N, M C N{ mit v € NN M gilt: Ny ar(v) = Npm(v). Mit
anderen Worten: L ist global, wenn die Zuweisung der multiplikativen
Indizes unabhangig vom betrachteten Kontext ist.

Fir globale involutive Divisionen kann A/ im Index weggelassen werden, da
die Zuweisung der multiplikativen Indizes von A nicht abhangt.

Definition

Eine involutive Division L heiBt noethersch, wenn jedes monomiale Ideal /
eine involutive Basis beziiglich L besitzt.
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Autoreduktion

Definition
e Menge N C Ny involutiv autoreduziert beziiglich L, falls
B A v €N : plinw.
@ Involutiver Autoreduktionsschritt fir N

N={peN|IveN\{u}:v

Lapt CN.

Es gilt (M), C (N),. (Benutze Filteraxiom!)

N nicht notwendigerweise involutiv aLitoreduziert, weil potentiell
N, - (v) D Ny (v) fir manche v € V.

Alle Mengen endlich ~» nach endlich vielen Schritten erhalt man
autoreduzierte Menge.

Wenn L global ~» schon nach einem Schritt autoreduziert.
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Ermittlung starker Basen aus schwachen

Starke involutive Basen sind genau die autoreduzierten schwachen
involutiven Basen. Daher:

Ist N eine schwache involutive Basis von (N') beziiglich der involutiven
Division L, dann existiert eine Teilmenge N C N, die eine starke
involutive Basis von (N') beziiglich L ist.

Folgt aus Prozess der Autoreduktion, da (N); = (N') und bei einem
Autoreduktionsschritt immer (N'); C (N), gilt. Der Prozess der
Autoreduktion liefert also eine Folge schwacher involutiver Basen und

endet bei einer starken involutiven Basis.

Ol

15.04.2021
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Minimale involutive Basen

Sei L eine involutive Division auf T” und / < P ein monomiales Ideal. Eine

starke L-involutive Basis B C T" von | heiBt minimale L-involutive Basis
von |, wenn fir jede L-involutive Basis B’ von [ gilt, dass B C B'.

Sei L eine globale involutive Division auf T". Dann besitzt jedes
monomiale Ideal | < P, fiir das eine L-involutive Basis existiert, genau
eine minimale L-involutive Basis B C T".

Beweis.

Involutive Teilbarkeit |; ist fundierte partielle Ordnung auf T"” N/; Menge
B der | -minimalen Elemente ist endliche L-involutive Basis, da sonst
uberhaupt keine L-involutive Basis von [ existieren wiirde.

B ist offensichtlich minimal. O
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Pommaret-Division (1)

Definition
Zu p=(pa,---, tn) € Ng\{(O,...,0)} sei

cls(u) = min {i | p; > 0}

die Klasse von p.

Definition

Die Pommaret-Division P weist jedem jedem p € NJ\{(0,...,0)} die
multiplikativen Indizes Np(p) = {1,2,...,cls(u)} zu. AuBerdem:
Np((0,...,0)) ={1,...,n}.

Die Pommaret-Division P ist per Definition global, schreibe daher kurz
Cp(u) fiir Cp ar(p)-
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Pommaret-Division (2)

Die Pommaret-Division ist eine involutive Division.

Beweis.

@ P global = Filteraxiom erfiillt.

e Sei N C N endlich, p # v € N. Priife Bedingung (i) (Triviale
Durchschnitte) nach. Fallunterscheidung:

Q@ 1=(0,...,0): Dann Cp(p) = Ng, also Cp(v) C Cp(u).

Q@ v =(0,...,0): analog.

© Sonst: Sei oBdA k = cls(u) < cls(v) = ¢. Wenn k = ¢ und
Cp(u) NCp(v) # 0, dann p; = v; fiir i > £ und oBdA py > vp. =
€ Cp(v) und Cp(p) C Cp(v). Wenn k < £ und Cp(p) NCp(v) # 0,
dann p; = v; fir i > £ und py > vy = p € Cp(v) und
Cr(n) =p+ Ny =n+Nj g Cv+N{ gy =Cp(v).
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Pommaret-Division (3)

Beispiel

(i) n=2, N ={(2,0),(0,2)}, L= P. Esgilt cls(2,0) =1, cls(0,2) = 2.
Es ergibt sich folgendes Bild: Obstruktionen zur Involution sind alle
Multiindizes der Form (k, 1), k > 2. Eine involutive Vervollstandigung und
starke Pommaret-Basis von (N) ist B =N U{(2,1)}. B ist sogar die
eindeutige minimale Pommaret-Basis des |deals.

S

Figure: Bsp. (i) Figure: Bsp. (i) nach Vervollstandigung

v
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Pommaret-Division (4)

Beispiel

(i n=2, N ={(1,0)}, L=P. Esgilt clspu = 1Vu € (N). Das Ideal
(N) besitzt Elemente mit beliebig groBen zweiten Koordinaten. Also hat
es keine Pommaret-Basis. Dies zeigt auch: Die Pommaret-Division P ist
nicht noethersch.

Nach Umsortierung der Koordinaten ist A/ jedoch sogar eine starke
Pommaretbasis von (N):

Figure: Bsp. (ii) nach

Figure: Bsp. (ii) Koordinatenumsortierung

™ mid — = =
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Janet-Division (1)

Definiere die Janet-Division J:

Definition

e Sei N C Nj endlich, p € N, me {1,...,n}. m-te Janet-Klasse von
u bzgl. N:

(lmy - i)V ={v €N | Vk > m: v = pi}.

ne Ny (), wenn p, maximal in {v, | v € N'}

e Fir m< n: me Njya(p), wenn gy, maximal in
{Vm |V € (mt1s- -y n)N T

Interpretation in T": Janet-Division induziert von lexikographischer
Ordnung mit x; < x2 < ... < X,

e x; nichtmultiplikativ fiir x* <= 3x” € N x* < x” wegen x;-Grad.
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Janet-Division (2)

Die Janet-Division ist eine involutive Division.

Beweis.

o Filteraxiom offensichtlich erfiillt, da fiir N/ € N auch
(im+1, ce i,,)N/ C (im+1, ceey in)./\/’-
@ Sei V' C N{ endlich, p # v € N. Priife Bedingung (i) nach. Reicht,
zu zeigen: Cyn(p) NCyn(v) = 0. Wenn 1, # v,, und oBdA
fn < Vp, dann n ¢ Ny ar(p) und die Beh. folgt. Andernfalls sei
m € {1,..., n} minimal so, dass

(Lemy oo s )N = (Ums - -« s Vn) A

Dann oBdA fim—1 < Vm—1 und somit m — 1 ¢ Ny n-(n), ~» Beh.
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Janet-Division

Folgerung

Jede endliche Menge N' C N{ ist beziiglich der Janet-Division
autoreduziert. Insbesondere gilt, dass jede schwache Janet-Basis des Ideals
(N') sogar schon eine starke Janet-Basis dieses Ideals ist.

Beweis.

Folgt sofort aus dem Beweis des letzten Satzes.
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Die Janet-Division J ist nicht global, aber noethersch.

Janet-Division (4)

Beweis

o Wenn zum Beispiel N = {(0,5)} € N, dann N, »r((0,5)) = {1,2}.
Aber fiir M = A" U{(0,7)} gilt Nj_((0,5)) = {1}. Also J keine
globale Division.

@ Sei (N) ein Ideal; bilde /i = kgV(u | 4 € ). Dann ist
M :={peNj:pe (N)Apl|i} Janet-Basis von /. Beachte:

Ny () =A{1,...,n} und fi teilt alle gemeinsamen Vielfachen der
gesamten Menge A involutiv.
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Der Janet-Baum (1)

Janet-Baum: Datenstruktur, die endliche Menge N' C Ng
reprasentiert.

Baum von Hohe n; jeder Knoten steht fiir genau eine Janet-Klasse
von N/
Jedes Blatt (Knoten unterster Ebene) kodiert ein Element von N.

Janet-multiplikative Indizes konnen direkt abgelesen werden.
Einfacher Test fiir Mitgliedschaft in (\) .
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Der Janet-Baum (2)
3

Beispiel
Betrachte
N ={(2,1,1),(0,3,1),(0,0,3)}. Im

Janet-Baum von N sind 3 0
multiplikative Indizes durch orangene
Knoten angedeutet.
2 0 0
(2,1,1) (0,3,1) (0,0,3)

Figure: Der Janet-Baum von A
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Der Janet-Baum (3)

Beispiel 3

Teste u = (2,2,1) auf Mitgliedschaft

in (N),. u definiert eine neue

Janet-Klasse und erzeugt einen

neuen Knoten auf Ebene 2. 3 0

w ¢ (N, weil der neue Knoten

nicht am weitesten rechts unter den

Kindern des Elternknoten liegt. ) 2 0 0
(2,11 (221 (031) (0,0,3)

Figure: Test: u = (2,2,1) € (N),7.
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Der Janet-Baum (4)

Beispiel

Bilde den Janet-Baum von M := N'U{(2,2,1),(2,1,2),(2,2,2),(0,3,2)}.
Siehe Grafik. Man kann zeigen, dass M eine Janet-Basis von (N) ist.

O —— O — 0

211 (221) (031 (212 (2220 (032 (0,03)

Figure: Janet-Baum der Janet-Basis M.
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Beziehung zwischen Pommaret- und Janet-Division (1)

N C Ny sei beziiglich der Pommaret-Division autoreduziert. Dann gilt
Np(p) € Ny (R)Vi € N.

A\

Beweis.

Sei € N. Angenommen, Np(u) C Ny pr(p); sei j < cls(p) minimal so
dass j & Ny ar(p). Dann v € (pj41,. .., pn)N mit vj > pj. Aber dann
gilt v € Cp(p), im Widerspruch zur Pommaret-Autoreduziertheit.

O]

o
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Beziehung zwischen Pommaret- und Janet-Division (2)

Folgerung
N C N{ starke Pommaret-Basis von (N') => N Janet-Basis von (N').

Beweis.
o N starke P-Basis = N P-autoreduziert.
o Jetzt mit letztem Satz = Np(u) C Ny pn(p) Vi € N.
e Daraus: (N) = (N)p C (N),, also N auch Janetbasis.

Folgerung
In obiger Situation gilt Np(u) = Ny nr(p) Viu € N

Beweis.
Klar.

Ol

- = - = = aYeNla
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Beziehung zwischen Pommaret- und Janet-Division (3)

Sei N N§ endlich. Berechne N C N durch einen Autoreduktionsschritt

beziiglich der Pommaret-Division. Dann gilt: (N'); C (N) .

Beweis.

o Vue N3ve N :v|pu. Wollen zeigen: Cypr(p) C C, (V)

o (N P-autoreduziert, v|pu) = p € Cy ).
o Daher: Bleibt zu zeigen, dass Ny n(p) € N, 5(v). Sei k = cls(v).
o vipt = (Vkt1s---sVn)N = (Hks1y- -y n)N-
o Daher: Nya(v)N{k+1,....n} = Nyja(p)N{k+1,...,n}
o Jetzt Filteraxiom —
Nyn(p)N{k+1,...,n} ©N, i(v)N{k+1,...,n}, wie gewiinscht.
[]
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Beziehung zwischen Pommaret- und Janet-Division (4)

Folgerung

Sei N C N§ eine Janet-Basis von (N'). Dann ist die Menge N, die man
aus N durch einen Autoreduktionsschritt beziiglich P erhalt, auch eine
Janet-Basis von (N).

Beweis.
Weil A eine Janet-Basis ist, gilt (N); = (V). Also mit letztem Satz
(N C (N),. Insgesamt gilt somit (N),; = (N), wie behauptet. O

Fazit: Wenn man moglichst kleine Janet-Basen konstruieren will, sollte
man stets Autoreduktionen beziiglich der Pommaret-Division durchfiihren.

Beispiel

Aus der Janet-Basis {(0,1),(0,2)} C N3 erhalte durch
Pommaret-Autoreduktion die kleinere Janet-Basis {(0,1)}.
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Verhalten unter Idealoperationen

Die Pommaret-Division ist vertraglich mit grundlegenden Idealoperationen.

@ N1 Pommaret-Basis von (N1), N2 Pommaret-Basis von (N3) =
N1UN> (schwache) Pommaret-Basis von (N1) + (N>).

@ Monomiale Ideale |1, I, besitzen Pommaret-Basen —> |1 N I, besitzt
auch Pommaret-Basis.

© /| besitze Pommaret-Basis, x* beliebiger Term —> Idealquotient
I : (x*) besitzt auch Pommaret-Basis.

Janet-Basen existieren fiir jedes Ideal, aber Vorsicht:

Beispiel

Seien N1 = {(0,2)}, N1 = {(2,0)} Teilmengen von N3. Dann sind beide
N Janet-Basen, aber M = N1 UN> = {(2,0),(0,2)} keine Janet-Basis
von | := (N1) + (N2), da (2,1) € /, aber Ny o¢(2,0) = {1}.
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Spezialfall: Nulldimenisonale monomiale Ideale (1)

I <P monomiales Ideal ~~ Menge T" \/ abgeschl. unter Teilerbildung.

Definition

Es sei T C T" unter Teilerbildung abgeschlossen. Dann heiBt die Menge
OT =(Ul_1xiT)\ T Randvon T.

| <P 0-dimensionales monomiales Ideal => O(T" \I) endliche Menge.

Beweis.
@ | 0-dimensional = dimk (P /I) < co.
@ Satz von Macaulay = T"\/ K-Basis von P /I.
@ Also: |T"\/| < o0
@ Nach Konstruktion: Auch [0(T"\/)| < oo.

Ol

—=——=— = ~
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Spezialfall: Nulldimensionale monomiale Ideale (2)

Ist | < P ein 0-dimensionales monomiales Ideal, dann besitzt | eine
Pommaret-Basis.

Beweis.

e Wenn / =P, dann ist {1} eine starke Pommaret-Basis von /.

@ Sonst: Sei x* € [. Die Pommaret-Teiler von x* entstehen durch
wiederholtes Abdividieren von xgs(,)-

o J Pommaret-Teiler x” von x* mit x”/xs) & /.
o = {x" €l [x"/xusw) & I} € O(T"\I) starke Pommaret-Basis von /.
L]

v

Intuition: Um Pommaret-Basis zu finden, suche am Rand von T"\/.

Matthias Orth (Uni Kassel) Monomiale Involutive Basen 15.04.2021 40/1



Spezialfall: Nulldimensionale monomiale Ideale (3)

Beispiel

Sei N ={(0,0,8),(0,5,4),(0,10,0),
(3,2,5),(6,3,2),(10,0,0)} C N3.
Das Ideal | = (x* | up € N) ist
0-dimensional, da {x%0,y10 78} C I.
Betrachte das Ideal graphisch durch
Zeichnen einer stufigen Oberflache
(" escalier”), die genau die Terme der
endlichen Menge T" \/ verdeckt,
aber keine weiteren.

X

Figure: Escalier des Ideals (x* | up € N)
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Spezialfall: Nulldimensionale monomiale Ideale (4)

Beispiel

Die Menge {x” € | | x*/cls(v) ¢ I}
enthalt — anschaulich gesprochen —
genau die Terme x”, fir die

X" [Xcis(v) hinter der Stufenoberflache
verschwindet.

In der Grafik ist angedeutet, wo diese
Terme liegen — fiir cls(v) = 2 durch
die senkrechten Linien in der
y-z-Ebene; fiir cls(v) = 1 durch die
schraffierten Flachen.

Die Pommaretbasis hat 1 Element
von Klasse 3, 8 Elemente von Klasse
2 und 60 Elemente von Klasse 1.

Figure: Konstruktion der starken

) Pommaretbasis von /
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Spezialfall: Nulldimensionale monomiale Ideale (5)

Beispiel

In nebenstehender Grafik sind einige
Elemente der Pommaretbasis als
gelbe Rauten markiert — diese
Elemente stehen in bijektiver
Zuordnung zu den Komponenten
einer sogenannten irreduziblen
Zerlegung des Ideals /. (Das ist eine
bestimmte Art von Primarzerlegung.)
Die Elemente sind:
(3,4,7),(6,4,4),(6,9,3),
(10,1,7),(10,2,4),(10,9,1).

X

) Figure: Elemente der Pommaretbasis, die

irreduzible Zerlegung von [ induzieren
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Verallgemeinerung auf positivdimensionale Ideale

Ein monomiales Ideal | QP besitzt genau dann eine Pommaretbasis, wenn
die Menge

{XV el ’ XV/XcIs(u) g—f I}

endlich ist. Dies ist dann sogar die einzige starke Pommaretbasis von I,
und gleichzeitig eine starke Janetbasis von I.

A,

Beweis.

Ohne Beweis. (Der Beweis ist eine Zusammenfiihrung von schon in dieser
Prasentation bewiesenen Aussagen.) Ol

v
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